
Teoretická £ást - 12.7.2021

1. (a) De�nujte Cauchy·v sou£in °ad (1, 5 bodu).

(b) Zformulujte a dokaºte v¥tu o sou£inu °ad (4 body).

(c) Pomocí v¥ty o sou£inu °ad ukaºte, ºe pro funkci

exp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R,

platí

exp(x) · exp(y) = exp(x+ y), x, y ∈ R.

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (2, 5 bodu).
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2. (a) De�nujte Taylor·v polynom funkcí více prom¥nnných a
Hessovu matici (2, 5 bodu).

(b) Zformulujte v¥tu o Peanov¥ tvaru zbytku a v¥tu o posta-
£ující podmínce pro extrém (2 body).

(c) V¥tu o posta£ující podmínce pro extrém dokaºte (1, 5 bodu).

(d) Pro funkci f(x, y, z) = xy2z3, a = (1, 2, 2) a n = 1, 2, 3, 4
napi²te koe�cient u (x− 1)2(z− 2) polynomu T n

f,a (1 bod).

(e) Rozhodn¥te o platnosti následujícího tvrzení:

i. je-li f ∈ C2(R2) a Hf (−1,−3) je pozitivn¥ de�nitní,
potom existuje δ > 0, ºe Hf (x, y) je pozitivn¥ de�nitní
pro (x, y) ∈ U((−1,−3), δ)

(1 bod).
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3. (a) De�nujte hromadný bod, izolovaný bod a limitu zobrazení
v metrickém prostoru (3 body).

(b) Zformulujte a dokaºte v¥tu o spojitosti metriky a normy
(2 body).

(c) Pro mnoºinu M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} uvaºujme
zobrazení ρ :M ×M → [0,∞) de�nované jako

ρ(a, b) =

{
0, pokud a = b,

1, pokud a 6= b,

a, b ∈M .

i. Dokaºte, ºe (M,ρ) je metrický prostor.

ii. Dokaºte, ºe mnoºina

K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1, x > 0}

je v tomto metrickém prostoru otev°ená i uzav°ená.

iii. Popi²te mnoºinu v²ech hromadných bod· mnoºiny K
(v metrickém prostoru (M,ρ))

(2 body).

(d) Rozhodn¥te o platnosti následujících tvrzení:

i. je-li mnoºina R vybavená obvyklou (eukleidovskou) me-
trikou a U ⊆ R je otev°ená, potom U nemá izolované
body,

ii. je-li (M,ρ) metrický prostor a U ⊂ M je otev°ená,
potom U nemá izolované body (v (M,ρ)).

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1 bod).
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