Teoreticka ¢ast - 12.7.2021

1. (a) Definujte Cauchyuv soucin ¥ad (1,5 bodu).
(b) Zformulujte a dokazte v&tu o soucinu fad (4 body).
(c) Pomoci véty o soucinu Fad ukazte, ze pro funkci

o0 n

exp(z) = Z %, x € R,

n=0
plati
exp(z) - exp(y) = exp(z +vy), z,y€R.
Vse fadné zduvodnéte (2,5 bodu).



2. (a) Definujte Tayloruv polynom funkci vice proménnnych a
Hessovu matici (2,5 bodu).

(b) Zformulujte vétu o Peanové tvaru zbytku a vétu o posta-
¢ujici podmince pro extrém (2 body).
(c) Vétu o postacujici podmince pro extrém dokazte (1,5 bodu).
(d) Pro funkci f(z,y,2) = zy%2%, a = (1,2,2) an = 1,2,3,4
napiste koeficient u ( —1)*(z — 2) polynomu T}, (1 bod).
(e) Rozhodnéte o platnosti nasledujiciho tvrzeni:
i. je-lli f € C*(R?*) a Hp(—1,-3) je pozitivné definitni,
potom existuje > 0, Zze Hy(x,y) je pozitivné definitni
pro (ZE, y) < U((_17 _3)7 5)
(1 bod).



3. (a) Definujte hromadny bod, izolovany bod a limitu zobrazeni
v metrickém prostoru (3 body).

(b) Zformulujte a dokazte vétu o spojitosti metriky a normy
(2 body).

(¢) Pro mnozinu M = {(z,y) € R? : 2? + y* = 1} uvazujme
zobrazeni p : M x M — [0, 00) definované jako

0, pokud a = b,
pla,b) =
1, pokud a # b,

a,be M.

i. Dokazte, ze (M, p) je metricky prostor.
ii. Dokazte, Ze mnozina

K={(z,y) eR*:2* +¢y* =1, > 0}

je v tomto metrickém prostoru oteviené i uzaviena.
iii. Popiste mnozinu vSech hromadnych bodi mnoziny K
(v metrickém prostoru (M, p))
(2 body).
(d) Rozhodnéte o platnosti néasledujicich tvrzeni:

i. je-li mnozina R vybavena obvyklou (eukleidovskou) me-
trikou a U C R je oteviend, potom U nema izolované
body,

ii. je-li (M, p) metricky prostor a U C M je oteviena,
potom U nemé izolované body (v (M, p)).

Vse fadné zduvodnéte (1 bod).



